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1. СТАТИКА 
1.1. Понятие силы; характеристики сил. Основные задачи статики. 
 Статика – это раздел механики, в котором излагается  условия 
равновесия материальных тел под действием сил. Основная мера 
механического взаимодействия между материальными телами называется 
силой. Сила – это величина векторная; ее действие характеризуется числовым 
значением  или  модулем,  направлением  и  точкой приложения силы. 
Основной единицей силы в системе СИ является 1 ньютон (1Н). Прямая 
линия, вдоль которой направлена сила, называется линией действия силы. 
Системой сил называется совокупность сил, действующих на 
рассматриваемое тело. Если линии действия сил лежат в одной плоскости, то 
систему называют плоской, а если линии действия не лежат в одной 
плоскости, - пространственной системой сил. Кроме того, силы, линии 
действия которых пересекаются, называют сходящимися, а силы, линии 
действия которых параллельны друг другу – параллельными. 
 Если одну систему сил, действующих на тело, заменить другой 
системой, не изменяя при этом состояния покоя или движения тела, то такие 
системы называют эквивалентными. 
 Система сил, под действием которой тело находится в покое, 
называется уравновешенной. Если данная система сил эквивалентна одной 
силе, то эта эквивалентная сила называется равнодействующей. 
 Сила, равная по модулю, но противоположная по направлению 
равнодействующей силе, называется уравновешивающей. 
 Силы, действующие на тело со стороны других тел, называются 
внешними, а силы, с которыми одни части тела действуют на другие части 
тела, называются внутренними. 
 Сила, приложенная к телу в какой-либо его точке, называется 
сосредоточенной, а силы, действующие на все точки какой-либо части тела 
или его поверхности, называются распределенными. Если сила распределена 
равномерно на участке определенной длины, то при решении задач 
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распределенную силу заменяют сосредоточенной, приложенной посередине 
этого участка. Величина такой сосредоточенной силы равна произведению 
распределенной силы на длину участка. 
 
 
q – интенсивность распределенной  
нагрузки; 
l – длина участка, на который 
действует нагрузка. 
 
Основные задачи статики: 
1) преобразование систем сил в эквивалентные системы с целью 
приведения их к простейшему виду; 
2) определение условий равновесия систем сил, действующих на 
твердое тело. 
Решение задач статики основывается на нескольких аксиомах  [1.с.12-15; 2, 
с.25-29]. 
 1.2. Основные аксиомы статики 
Основные аксиомы статики обусловлены законами механики и заключаются 
в следующем: 
1. Условие равновесия двух сил. Если на абсолютно твердое тело действуют 
две силы  (F1 и F2), то оно находится в равновесии тогда, и только тогда, если 
эти силы равны по модулю и направлены вдоль одной прямой в 
противоположные стороны (рис.1.1.). 
 
 Рис.1.1. Уравновешенная система сил 
Иными словами, эти две силы образуют уравновешенную систему сил. 
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2. Принцип присоединения или исключения сил. Равновесие твердого тела не 
нарушится, если к нему прибавить или от него удалить уравновешенную 
систему сил (рис. 1.2.). Например, на тело действует сила F. Приложим на 
линии ее действия две равные и противоположные силы  F1 и  F2 ,  
численно равные силе F .  Равновесие при этом не нарушится, т.к. F1 и  F2 -  
уравновешенная система. 
  
Рис.1.2. Принцип присоединения или удаления уравновешенных сил. 
С л е д с т в и е: действие силы на абсолютно твердое тело не изменится, 
если силу перенести вдоль линии ее действия. Действительно, согласно 
аксиоме 1 силы F1 и  F  также уравновешивают друг друга, т.е. их можно 
исключить из системы. Остается одна сила F2 , которая равна силе F по 
модулю и по направлению. А это значит, что силу F перенесли в другую 
точку по линии ее действия. Сила – это скользящий вектор. 
Следует обратить внимание на то, что данный принцип справедлив 
лишь для абсолютно твердых, т.е. недеформируемых тел, и 
используется он только при решении задач на определение статического 
равновесия тел.  В ином случае внутренние силы зависят от точки 
приложения силы: тело может находиться в растянутом или сжатом 
состоянии, либо вообще не деформироваться. Поэтому в дальнейшем, 
при определении внутренних напряжений переносить силу по линии 
действия нельзя. 
3. Правило параллелограмма. Равнодействующая двух сил, приложенных 
в одной точке, равна диагонали параллелограмма, построенного на этих 
силах, как на сторонах, и приложена в той же точке (рис.1.3).  
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Построение диагонали параллелограмма по сути является сложением двух 
векторов.  
  
   Рис.1.3. Построение равнодействующей двух сил. 
 К телу приложены силы  F1  и   F2 .  Вектор R – диагональ 
параллелограмма является геометрической суммой этих векторов, т.е. 
равнодействующей силой. Если силы приложены в разных точках, то имея в 
виду, что силу можно переносить по линии действия, надо найти точку 
пересечения сил, а затем сложить их по правилу параллелограмма. Или 
вместо диагонали параллелограмма построить замыкающую сторону 
треугольника. Операцию замены сил их равнодействующей называют 
сложением сил. Можно производить обратное действие – разложение силы 
на составляющие. При этом чтобы задача имела определенное решение, 
необходимо задать два условия, например, должны быть известны 
направления двух составляющих (рис.1.4.). 
 
Рис. 1.4. Разложение сил по заданным 
направлениям координатных осей. 
Например, заданы направления 
осей координат X и Y.  Силу  F, 
лежащую в этой же плоскости 
требуется разложить на две 
составляющие, направленные по 
осям координат.  
 
 Составляющие силы  Fx  и  Fy  называются проекциями силы F на 
координатные оси. 
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4. Закон равенства действия и противодействия. При действии одного 
материального тела на другое всегда имеет место равное по  модулю, но 
противоположное по направлению противодействие. Эта аксиома называется 
третьим законом Ньютона, из которого следует, что одностороннего 
механического действия в природе не существует, т.е. все силы – парные. 
Если тело А действует на тело В  с некоторой силой  F1 (рис.1.5.), то тело В 
действует на тело А с силой F2 , равной по величине, но направленной по той 
же прямой в противоположную сторону. Эти силы не образуют 
уравновешенную систему, т.к. они приложены к разным телам. 
 
Рис.1.5. Закон равенства действия и противодействия. Силы  F1   и  F2 равны по модулю, 
но противоположны по направлению. 
 
5. Еще один принцип или аксиома статики – это принцип отвердевания. Если 
нетвердое тело находится в равновесии, то это равновесие не нарушится и в 
том случае, если тело станет абсолютно твердым. Аксиома очевидна, т.к. 
твердое тело может только еще более ограничивать возможные движения, 
закрепляя равновесие тела, а не нарушая его. Например, для равновесия 
гибкой нити необходимо, чтобы силы, приложенные к ее концам, были 
равны по модулю и противоположны по направлению. Это необходимое 
условие, но не достаточное: кроме него, нужно, чтобы эти силы растягивали 
нить, а не сжимали ее.  Если представить, что нить (канат, например) стала 
твердой, то сжимающие силы тоже могут обеспечивать равновесие. 
1.3. Связи и реакции связей. Принцип освобождаемости от связей 
 Большинство тел в природе являются несвободными, т.к. они 
соприкасаются с другими телами. Связями называют ограничения, 
налагаемые на свободу перемещения данного тела в пространстве. 
Например: для тела, лежащего на столе, связью является поверхность стола; 
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для лестницы, приставленной к стене, связями служат пол и стена, для 
вращающегося вала связями являются подшипники и т.д. [2,c.30]. 
 Сила, с которой  тело действует на связь, называется силой давления; 
сила, с которой связь действует на тело – силой реакции или просто 
реакцией. Силы, действующие на тело, делят на две группы: активные и 
реактивные. Активные стремятся перемещать тело, реактивные – 
препятствуют перемещению. Активные силы еще называют нагрузками. 
Одна из основных  задач статики – определение реакций связей, поскольку 
их необходимо знать для расчета конструкций на прочность. 
При решении задач используют принцип освобождаемости от связей: всякое 
тело можно рассматривать как свободное, если отбросить связи, 
заменив их реакциями. Направление реакции связи всегда противоположно 
направлению перемещения, ограниченного данной связью. Если считать 
связи идеально гладкими, то можно сразу определить направление реакции: 
Реакция со стороны отброшенной связи всегда направлена по 
перпендикуляру к плоскости либо по нормали к поверхности в сторону 
тела, т.к. не дает перемещаться телу в направлении опоры (рис. 1.6). Если со 
стороны одного контакт осуществляется по точке, то реакция направлена по 
перпендикуляру (нормали) к другому соприкасающемуся телу. Если 
контактируют две окружности или цилиндрические поверхности (вал в 
подшипниках, цилиндрический шарнир и т.п.),  то неизвестна ни точка 
приложения реакции, ни ее величина; известно лишь, что реакция направлена 
радиально, т.к. считаем, что поверхность идеально гладкая [1,с.16; 2, с.32]. 
 
 Рис.1.6. Определение направлений реакций соприкасающихся тел. 
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Гибкая связь (нити, канаты, цепи) не дают телу перемещаться только в 
натянутом состоянии, поэтому реакция гибкой связи всегда направлена в 
сторону от тела, как показано на рис. 1.7.  
 
  Рис.1.7. Реакция гибкой нити  
При этом гибкая связь, перекинутая через блок, изменяет направление силы 
натяжения нити. 
1.4. Плоская система сходящихся сил.  
 Если силы лежат в одной плоскости, то такую систему называют 
плоской. Сходящейся называется система сил, линии действия которых 
пересекаются в одной точке. В статике рассматриваются задачи сложения и 
разложения сил, а также задачи определения реакций. 
 1.4.1. Геометрическое условие равновесия системы сходящихся сил. 
 Пусть даны силы F1 ,  F2,  F3 , которые представляют собой систему 
сходящихся сил.  Сложив по правилу параллелограмма силы  F1   и   F2 ,   
получим их равнодействующую R1  (рис.1.8.); затем, сложив R1 с силой   F3  ,  
получим равнодействующую R. Таким образом складывать можно любое 
количество сходящихся сил.  
 
   
  Рис. 1.8. Сложение сходящихся сил. 
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Построение по правилу параллелограмма можно заменить простой векторной 
суммой; в результате чего получим: 
  nFFFR  21          или   
n
iFR
1  
Полученный в результате сложения векторов многоугольник называется 
силовым многоугольником, замыкающая сторона которого представляет 
собой равнодействующую силу. Необходимо помнить, что все векторы 
следует откладывать в одном и том же масштабе. Геометрическая сумма всех 
сил данной системы называется главным вектором этой системы [2, с.45]. 
 При построении силового многоугольника возможен случай, когда 
конец последнего вектора совпадет с началом первого. В этом случае  R = 0, 
т.е. система находится в равновесии. 
ВЫВОД: для равновесия плоской системы сходящихся сил необходимо и 
достаточно, чтобы силовой многоугольник был замкнут. 
 1.4.2. Аналитическое условие равновесия системы сходящихся сил. 
Аналитическое условие основано на методе проекций сил на оси координат. 
Проекция считается положительной, если ее направление совпадает с 
положительным направлением оси координат и наоборот. Величина 
проекции силы на ось равна  произведению модуля этой силы на косинус 
угла между направлением силы и положительным направлением оси 
(рис.1.9.).  
  Fx = Fcosα ;             Fy = Fcos(90 – α) = Fsinα 
 
  Рис. 1.9. Проекции сил на координатные оси. 
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Из математики известно, что проекция равнодействующей на ось равна 
сумме проекций составляющих сил на ту же ось. 
Поэтому      Rx = ΣFix ;      Ry = ΣFiy . 
Зная проекции, можно определить полную реакцию 
   
22
yx RRR  . 
Если плоская система сходящихся сил находится в равновесии, то ее 
равнодействующая, а значит и проекции равнодействующей на оси 
координат равны нулю [1, с. 23-24]. Таким образом, условие равновесия 
системы сходящихся сил в аналитической форме выглядят следующим 
образом: 
   Rx = ΣFix= 0;    Ry = ΣFiy. 
Или, в упрощенной форме записи: 
      ΣX =0;     ΣY = 0. 
ВЫВОД: Плоская система сходящихся сил находится в равновесии, если 
сумма проекций составляющих сил на координатные оси равна нулю. 
1.5. Момент силы относительно точки. Пара сил 
 Момент силы характеризует способность силы вращать тело 
относительно какой–либо точки. Опустим перпендикуляр из точки А на 
линию действия силы F. Длина этого перпендикуляра называется плечом  h. 
 
Моментом силы относительно  точки называется произведение силы на ее 
плечо. 
    MA(F) = F∙h 
Условимся считать момент положительным, если он стремится вращать тело 
против часовой стрелки и отрицательным, если наоборот. 
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  Парой сил называется система двух равных, параллельных, но 
противоположных по направлению сил. Расстояние между линиями действия 
этих сил называется плечом пары. 
 
Также как момент силы, пара сил стремится вращать тело. Момент пары – 
это произведение одной из сил, составляющих пару, на ее плечо. 
    M  =  F ∙ h  
Свойства пары сил: 
1. Пара сил не имеет равнодействующей; 
2. Пару сил можно перемещать как угодно в плоскости ее действия; 
3. Можно изменять величину сил и плечо, но так, чтобы их 
произведение оставалось неизменным. 
Чтобы задать пару сил, достаточно задать ее момент, поэтому чаще говорят 
не пара сил, а момент и обозначают условно: 
    
Условие равновесия плоской системы сил можно применить и к парам сил, а 
значит и к моментам. На основании третьего свойства несколько пар можно 
заменить одной, эквивалентной, приведя их моменты к одному плечу, на 
котором приложена равнодействующая. Таким образом, момент 
результирующей пары равен сумме моментов составляющих пар. 
     m  = Σ mi 
Сумма моментов принимается алгебраическая, т.е. с учетом знака 
(направления момента). Условие равновесия плоской системы пар сил:  
           m  = Σ mi = 0.  
ВЫВОД:  Для равновесия плоской системы пар сил необходимо и 
достаточно, чтобы сумма их моментов равнялась нулю. 
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1.6. Виды опор и опорные реакции балок.  
 Как известно, в плоскости тело обладает тремя степенями свободы. В 
зависимости от вида опор на опорное сечение накладываются связи, то есть 
становится невозможным перемещение в направлении осей либо вращение 
относительно опоры. В статике рассматривают, в основном,  три вида опор, 
которые изображены на рисунке 1.10: 
а) Шарнирно подвижная 
б) Шарнирно неподвижная 
в) Жесткая заделка или защемление. 
 
 
Рис. 1.10. Виды опор и возникающие в них реакции 
 Шарнирно-подвижная опора допускает перемещение в горизонтальной 
оси и поворот относительно оси шарнира и накладывает связь только на 
перемещение в вертикальном направлении. Соответственно, в такой опоре 
возникает вертикальная реакция.  
 Шарнирно-неподвижная опора допускает поворот относительно оси 
шарнира, но ограничивает любое перемещение, поэтому в такой опоре 
реакция складывается из вертикальной и горизонтальной составляющих. 
 Жесткая заделка не допускает ни вращения, ни перемещения по осям, 
что обусловливает три реакции: горизонтальную составляющую, 
вертикальную составляющую, а также реактивный момент.  
Количество неизвестных реакций в опорах, необходимо знать для того, 
чтобы составлять расчетные схемы и решать уравнения статического 
равновесия. 
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1.7. Силы, расположенные произвольно на плоскости 
 1.7.1 Теорема Пуансо о параллельном переносе силы 
 Не изменяя действия силы на тело, ее можно переносить параллельно  
линии ее действия в любую точку данной плоскости, присоединяя при этом 
пару сил. Доказательство иллюстрируется рисунком 1.11. 
 
        Рис.1.11.Параллельный перенос  
         силы в плоскости 
 
 Сила F′ может рассматриваться как сила F, перенесенная параллельно 
своему первоначальному положению из точки  А  в точку  О, а силы  F  и  F′′ 
образуют пару, которую необходимо присоединить, чтобы действие силы  F 
на тело не изменилось при ее переносе. Теорема доказана. 
 Следствие: Пользуясь теоремой Пуансо можно несколько произвольно 
расположенных на плоскости сил привести в одну точку. При этом будут 
добавлены соответствующие моменты пар сил.  Силы можно сложить по 
правилу силового многоугольника и заменить одной силой, равной их 
геометрической сумме. Присоединенные пары также можно сложить по 
правилам сложения пар (см. свойства пар 2 и 3), заменив их одной 
результирующей парой относительно точки приведения. 
 Геометрическая сумма всех сил, расположенных произвольно на 
плоскости, называется главным вектором данной системы.  
     ;iгл FF  
Задана сила F, приложенная в точке А 
[2, с.78]. Возьмем произвольную точку 
О и приложим к ней две 
противоположно направленные силы   
F′  и  F′′ , параллельные данной силе и 
равные ей по модулю. Эти две силы, 
согласно аксиоме 1, образуют 
уравновешенную систему, поэтому 
действие силы F эквивалентно
действию трех сил:  F,   F′  и  F′′.   
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 Алгебраическая сумма моментов всех сил, расположенных 
произвольно на плоскости, относительно какой либо точки О называется 
главным моментом данной системы сил относительно этой точки 
    
)( iОгл FММ  . 
ВЫВОД: Всякую плоскую систему сил всегда можно заменить одной силой, 
равной главному вектору системы и приложенной в точке О, и главным 
моментом данной системы сил относительно той же точки. 
 Модуль и направление главного вектора не зависят от выбора точки 
приведения, т.к. силы переносятся параллельно их начальным направлениям. 
Наоборот, численное значение главного момента и его знак зависят от 
выбора точки приведения, поэтому  всегда указывают точку, относительно 
которой определяется главный момент. 
 1.7.2. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей 
 Для равновесия произвольной плоской системы сил необходимо и 
достаточно, чтобы главный вектор и главный момент этой системы 
относительно какой-либо точки равнялись нулю [2, c.86].  
    ;0iгл FF .0)(  iОгл FММ   
Очевидно, что если это условие не выполняется, то главный вектор 
приводится к равнодействующей,  а главный момент – к паре сил, то есть 
тело не будет находиться в равновесии. На основании этих условий 
формулируется теорема Вариньона:  
 Если плоская система сил имеет равнодействующую, то момент 
равнодействующей относительно любой точки этой плоскости равен 
алгебраической сумме моментов составляющих сил относительно той же 
точки.  
Пусть на тело  действует плоская система из n произвольных сил (рис.1.12).  
Равнодействующая этих сил    0 nFR . 
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  Рис.1.12. К выводу теоремы о моменте равнодействующей 
 Чтобы уравновесить систему, приложим равную по величине и 
направленную по той же прямой, но  в противоположную сторону  силу F.   
Для равновесия системы необходимо также, чтобы сумма моментов всех сил 
относительно любой точки О равнялась нулю 
   
0)()(  FMFM OnO . 
Поскольку силы  F  и  R  равны и направлены в противоположные стороны 
по одной прямой, то и моменты их равны и противоположны по знаку  
   МО (F) = 
 _ MO (R). 
Подставляя в предыдущее равенство, получим: 
   
0)()(  RMFM OnO  
отсюда:  
    )()( nOO FMRM . 
 Теорема доказана. 
1.8. Пространственная система сил 
 1.8.1. Пространственная система сходящихся сил 
 Система сил, линии действия которых не лежат в одной плоскости, но 
пересекаются в одной точке, называется пространственной системой 
сходящихся сил. Хотя силы и не лежат в одной плоскости, но через две 
пересекающиеся прямые всегда можно провести плоскость и притом только 
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одну. Таким образом, для сложения двух сил можно применить правила 
сложения на плоскости и найти их равнодействующую. Затем проведя 
плоскость через эту равнодействующую и третью силу, можем найти 
равнодействующую трех сил и т.д. В итоге получится силовой 
многоугольник, но при сложении пространственной системы сил он не будет 
плоским, как показано на рис. 1.13 – а).  
 Равнодействующая пространственной системы сходящихся сил 
изображается замыкающей стороной многоугольника, построенного на 
составляющих силах, т.е. является геометрической суммой этих сил.  
 Если в плоской системе равнодействующая двух сил представляет 
собой диагональ параллелограмма, то в пространстве равнодействующая 
трех сил – это диагональ параллелепипеда. Для простоты построения 
изобразим силы, действующие под прямым углом: две из них – в 
вертикальной плоскости, одна - в горизонтальной.  
   
  Рис.1.13. Пространственная система сходящихся сил:  а) нахождение 
равнодействующей построением силового многоугольника  б)  сложение сил построением 
диагонали  параллелепипеда. 
 
 Исходя из правила параллелепипеда, можно решать и обратную задачу, 
т.е. раскладывать одну силу по трем заданным направлениям например, по 
осям координат. Если три заданных направления совпадают с направлениями 
осей координат (рис.1.13), то составляющие силы соответственно равны 
FZ 
FX 
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проекциям данной силы на оси пространственной системы. В этом случае 
модуль силы определится по формуле 
    
222
zyx FFFF  . 
Модуль равнодействующей пространственной системы сил равен 
квадратному корню из суммы квадратов ее проекций на три любые взаимно 
перпендикулярные оси 
    
222
Zyx RRRR  . 
Также как в плоской системе, проекция равнодействующей на ось равна 
сумме проекций составляющих сил на ту же ось:  
  
 ixx FR ;            iyy YR ;           izz ZR . 
 Проекции сил на координатные оси определяются также как в плоской 
системе: модуль данной силы умножается на косинус угла между 
направлением этой силы и положительным направлением оси. 
 Поскольку равнодействующая является замыкающей стороной 
многоугольника, то для равновесия пространственной системы сходящихся 
сил необходимо и достаточно, чтобы силовой многоугольник, построенный 
на данных силах, был замкнутым. В этом случае равнодействующая равна 
нулю. (Это правило выражает условие равновесия в геометрической форме). 
 В аналитической  форме условие равновесия выражается уравнениями 
проекций на координатные оси: 
 
0 ixx FR ;    0 iyy YR ;   0 izz ZR  
или, в более простой форме записи 
   ;0iX   ;0 iY   .0 iZ  
ВЫВОД: Для равновесия пространственной системы сходящихся сил 
необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из 
трех взаимно перпендикулярных осей равнялись нулю. 
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1.8.2. Момент силы относительно оси  
 Моментом силы относительно какой-либо оси называется величина, 
характеризующая вращательный эффект данной силы относительно этой оси.  
 
Например, вращение двери на петлях 
вокруг вертикальной оси Z 
вызывается силой F′, приложенной к 
ручке двери. Эта сила лежит в 
плоскости,  перпендикулярной оси Z, 
т.е. является проекцией силы  F. 
Другая проекция силы  F, 
параллельная вертикальной оси,  
стремится переместить тело вдоль 
оси Z  [2,c.126-128]. 
Рис. 1.14. Момент силы относительно оси 
 Чтобы найти момент некоторой силы относительно оси нужно 
спроецировать эту силу на плоскость, перпендикулярную к данной оси, а 
затем вычислить момент этой проекции  относительно точки пересечения оси 
с плоскостью.  
 Таким образом, момент силы относительно оси равен моменту 
проекции этой силы на плоскость, перпендикулярную к данной оси, 
относительно точки пересечения оси с плоскостью. 
 
Момент силы  F относительно оси Z 
обозначим  MZ (F), проекцию силы F  
на перпендикулярную к оси Z    
плоскость – символом  Fn . Плечо 
силы   Fn  относительно точки  О – 
это расстояние h.  
 
Рис.1.15. Определение  момента силы 
относительно оси 
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Тогда, согласно определению момента относительно оси, имеем: 
   
hFFMFM nnOZ  )()( . 
 Знак плюс или минус, определяется следующим правилом: если при 
взгляде на плоскость с положительного направления оси проекция силы (Fn ) 
вращает тело против часовой стрелки, то момент считается положительным, 
если по часовой  - то отрицательным. Для нашего примера, изображенного на 
рис. 1.15 – момент положительный. 
Свойства моментов силы относительно оси: 
1) момент не изменяется при переносе силы вдоль линии ее действия, 
т.к. при этом не меняется ни величина проекции силы, ни ее плечо; 
2) момент равен нулю, если линия действия силы и ось лежат в одной 
плоскости. (При этом равна нулю проекция силы на 
перпендикулярную плоскость – см рис. 1.15, либо равно нулю плечо- 
если линия действия силы пересекает ось). 
П Р И М Е Р:   На шкив диаметром d = 400 мм действует сила натяжения 
ремня F = 400 Н (рис.1.16), которая отклонена от средней плоскости шкива 
на угол α = 20о. Определить момент силы относительно оси вала ОО1 . 
 
 Рис.1.16. Пример определения момента силы относительно оси 
РЕШЕНИЕ:   
Спроецируем силу F на плоскость MN.  Величина проекции  Fn= Fcos α.   
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Плечо силы   Fn  относительно оси вала  ОО1  равно половине диаметра, т.е. 
d/2. Таким образом, значение момента силы F относительно оси ОО1 
определится выражением 
мН
d
FFМ nОО /2,7520cos2
4,0
400
2
)( 0
1

. 
Принимая направление вращения шкива по часовой стрелке, считаем момент 
отрицательным. 
1.8.3. Условия равновесия системы сил как угодно расположенных в 
пространстве 
  Если силы не образуют сходящуюся систему, а расположены как 
угодно в пространстве, то их можно привести к одной точке, с добавлением 
главного момента (согласно теореме Пуансо). При этом получим 
пространственную систему сходящихся сил и систему пар, расположенных в 
разных плоскостях. 
 Условия равновесия, как и для плоской системы, заключаются в том, 
чтобы главный вектор и главный момент относительно центра приведения 
равнялись нулю.  
 Сходящиеся силы можно сложить по правилу силового 
многоугольника и получить главный вектор. Вектор равнодействующей (т.е. 
главный вектор) равен нулю только в том случае, если все его проекции на 
оси координат равны нулю. Выражения для Rx , Ry, Rz  уже известны (см. 
раздел 1.8.1.). 
   ;0iX XR         ;0  iY YR         .0  iZ ZR     
Эти условия означают, что данная система сил не может обеспечить 
свободному твердому телу движения по направлению любой из трех осей 
координат, т.е.  никакого поступательного движения вообще. 
Систему пар можно также заменить одной результирующей парой, момент 
которой называется главным моментом пространственной системы сил 
относительно выбранного центра приведения.  
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 Модуль главного момента пространственной системы  
  
222
ZухГЛ ММММ  . 
где  Mx , My , Mz  -  алгебраические суммы моментов всех сил относительно 
                                     трех координатных осей, соответственно. 
Главный момент равен нулю, если выполняются условия: 
 
0)(  ixx FmM  0)(  iyy FmM  0)(  izz FmM  
Эти три условия означают, что данная система сил не может сообщить 
телу вращения вокруг любой из трех не лежащих в одной плоскости осей 
координат, то есть никакое вращательное движение невозможно. 
 Таким образом, при соблюдении установленных шести уравнений 
равновесия система сил, расположенных как угодно в пространстве, не 
может сообщить телу ни поступательного, ни вращательного движения, а 
потому и изменить его состояние (покоя или движения). 
ВЫВОД: Для равновесия  системы сил как угодно расположенных в 
пространстве, необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех 
сил на каждую из трех координатных осей и суммы моментов всех сил 
относительно каждой из этих трех осей равнялись нулю. 
При этом не обязательно при составлении уравнений моментов выбирать оси 
так, чтобы они совпали с осями проекций. Для простоты решения 
рекомендуется располагать ось проекций перпендикулярно к линии действия 
одной из неизвестных сил, чтобы исключить эту силу из уравнения. Ось 
моментов рекомендуется выбирать лежащей в плоскости одной из 
неизвестных сил. Тогда момент этой неизвестной силы будет равен нулю, и в 
уравнение войдет меньшее число неизвестных. 
 
П Р И М Е Р: На горизонтальный вал насажено колесо радиусом r1 = 12см и 
прикреплен рычаг CD длиной   l = 20 см, образующий с горизонтальной 
25 
 
плоскостью угол  α2 = 45
о.  Трос, намотанный на барабан, натягивается силой 
тяжести груза F = 0,5кН  и сходит с барабана по касательной, расположенной 
под   углом α1 = 30
о к горизонтали.  
Пренебрегая весом вала, барабана, рычага и трением в блоке, определить: 
- вертикальную силу Р, при которой вал находится в равновесии; 
-реакции подшипников А и В. 
Известны расстояния:    а = 1,8 м;  b  = 1,0 м;   с = 1,6 м. 
 
Рис.1.17. Определение реакций в опорах от действия сил,  
произвольно расположенных в пространстве. 
 
Активные силы, приложенные к валу –  Т  и  Р . Сила  Т численно равна силе 
тяжести груза F, т.к. трение в блоке не учитываем. 
Реакции подшипников разложим на взаимно перпендикулярные 
составляющие по осям Z и X. Направления векторов – произвольное. 
Составим уравнения равновесия для вала, находящегося под действием 
произвольной пространственной системы сил, пять из которых неизвестны 
по модулю (RAX,  RBX,  RAZ,  RBZ,  P). 
Уравнения равновесия системы:  
   ;0iX            RAX +  RBX  + Тcos30
о = 0     (1) 
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;0 iY        0 = 0;          (2) 
( силы Р и Т действуют в плоскости X-Z , перпендикулярной оси Y, проекций 
на ось  Y  не дают.) 
  ;0 iZ       - RAZ +  RBZ  + Тsin30о  - P  = 0;      (3) 
 
;0)(  ix Fm        
   RBZ  ∙ а  + Т sin30
о  ∙ (а + b)  - P ∙ (а + b +c) = 0;      (4) 
 
;0)(  iy Fm  Т ∙ r1   - P ∙ l  cos 45о   = 0;     (5) 
 
;0)(  iz Fm    
  RBX  ∙ а  -   Т cos 30
о  ∙ (а + b)  = 0     (6) 
 
Из уравнения (6) найдем:  
     RBX  = [Тcos 30
о  ∙ (а + b)] / а  = - [500∙ cos 30о  ∙ (1,8 + 1)] / 1,8 = - 673,6 Н  
Из уравнения (5):  
 Р = Т ∙ r1   /   l  cos 45о   = 500 ∙ 0,12   /   0,2 cos 45о   = 424,3 Н 
Из уравнения (4):  
 RBZ = [- Т sin30
о  ∙ (а + b)  + P ∙ (а + b +c) ] / а …… = 648,3 Н 
Из уравнения (3):  
  RAZ = -  RBZ  - Т sin30
о  + P  =  -648,3  - 500 sin30о + 424,3 = - 474 Н 
Из уравнения (1):  
 RAX =  - RBX  - Тcos30
о =  673,6 – 500 cos 30о   = 240,6 Н. 
 Знак  «минус» перед значениями реакций   RAZ   и  RBX показывает, что 
эти реакции направлены противоположно указанным на рисунке.  
Равенство (2) обращается в тождество, т.к. проекции всех сил данной 
системы равны нулю.  
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Для проверки правильности решения можно составить дополнительные 
уравнения моментов относительно осей X1 и Y1 , проходящих через точку В. 
;0)(1  ix Fm     - RАZ  ∙ а  + Т sin30о  ∙ b  - P ∙ (b +c) = 0;   
       474 ∙ 1,8  + 500 ∙  0,5  ∙ 1,0  - 424,3 ∙ 2,6 = 0;   
Проверка показала, что контрольное уравнение обратилось в тождество, 
следовательно, решение верное. 
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2.  Кинематика 
2.1. Кинематика точки 
 Кинематикой называется раздел механики, изучающий движение тел 
(или точек) без учета их масс и действующих сил. Под движением 
понимается изменение положения тела в выбранной системе отсчета. 
Система отсчета изображается в виде трех координатных осей. Все 
кинематические параметры (расстояния, скорости и т.д.)  рассматриваются в 
функции времени.  
 Для решения задач кинематики надо, чтобы положение тела было 
каким-то образом задано относительно системы отсчета в любой момент 
времени. Поэтому первоочередной задачей кинематики является 
установление способов задания движения объекта (точки или тела). Зная 
закон движения можно определять все кинематические величины, 
характеризующие движение данного объекта.  [1, с. 96- 98]. 
2.1.1. Способы задания движения точки 
Существует три способа задания движения точки: 1) векторный,  
2) координатный; 3) естественный. 
 Векторный способ. Пусть точка М движется в системе отсчета Оxyz. 
Положение этой точки (рис.2.1.) можно определить в любой момент времени, 
задав ее радиус-вектор  r , проведенный из начала координат. 
  
)( trr                                                                     (1) 
  
Рис. 2.1. Векторный способ задания двжения. 
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 Равенство (1) и определяет закон движения точки в векторной форме, а 
геометрическое место концов вектора определяет траекторию движения 
точки. 
 Аналитически вектор, как известно, может быть задан проекциями на 
координатные оси:   x ,  y , z . Следовательно, зависимость  r   от   t  будет 
известна, если будут заданы координаты точки, как функции времени. Такой 
способ  задания движения называется  координатным.  
При координатном способе должны быть заданы значения всех трех 
координат точки в функции времени 
 x = f1 (t),        y = f2 (t),         z = f3 (t)                       (2)    
Уравнения (2) представляют собой уравнения движения точки в 
прямоугольных декартовых координатах. Если движение точки происходит в 
плоскости, то достаточно двух уравнений движения   
  x = f1 (t),        y = f2 (t),                                      (3)  
а в случае прямолинейного движения можно, направив координатную ось 
вдоль траектории движения, определить движение точки одним уравнением 
 x = f1 (t).                  (4) 
Естественный способ задания движения применяют в тех случаях, когда 
траектория известна заранее (рис.2.2). В этом случае надо выбрать на этой 
траектории неподвижную точку и задать положительное направление 
отсчета. 
   
Рис.2.2. Естественный способ задания движения. 
Тогда положение точки М на  траектории определяется криволинейной 
координатой s, которая равна расстоянию по длине дуги от точки О до  
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точки М , взятому с соответствующим знаком. Закон движения точки вдоль 
траектории в любой момент времени задается зависимостью   s = f (t).  
 2.1.2. Вектор скорости  точки  
 Пусть в момент времени t положение точки М (рис.2.3) определяется 
радиусом-вектором r, а в момент времени t1 точка займет положение М1, 
определяемое радиусом-вектором r1. За промежуток времени  Δt = t1 – t  
перемещение точки определяется вектором rrr  1 .  Этот вектор 
направлен по хорде при криволинейном движении и вдоль самой траектории, 
если движение прямолинейное. 
 
Рис.2.3. К определению скорости точки 
 Отношение вектора перемещения точки к соответствующему 
промежутку времени называется средней скоростью точки за данный 
промежуток времени. 
   t
r
V ср 

        (5) 
Чем меньше промежуток времени, тем точнее значение средней скорости, 
поэтому скоростью точки в данный момент времени можно считать предел 
отношения  tr  /  при  Δt → 0, то есть первую производную от радиуса-
вектора по времени 
31 
 
  
;lim)(lim
00 t
r
срVV
tt 


     (6) 
 
Окончательно получаем 
    
.
dt
rd
V        (7) 
 
ВЫВОД:  Вектор скорости точки в данный момент времени равен первой 
производной от радиуса-вектора точки по времени. Единица измерения 
скорости – м/с.  
 Предельным положением секущей (хорды) является касательная, 
поэтому вектор скорости при Δt → 0 направлен по касательной к траектории 
точки в сторону движения. При прямолинейном движении вектор скорости 
направлен вдоль прямой, по которой движется точка.  
 При естественном способе задания движения s = f (t) скорость 
определится как первая производная от расстояния по времени  
  
;lim)(lim
00 t
s
срVV
tt 


  
   (6ʹ ) 
       .dt
sd
V                               (7  ʹ) 
 
2.1.3. Вектор ускорения точки 
 Ускорением точки называется векторная величина, характеризующая 
изменение скорости с течением времени. Пусть в момент времени t 
движущаяся точка (рис.2.4.) находится в положении М и имеет скорость V , а 
в момент t1 приходит в положение М1 и имеет скорость 1V .  Тогда за 
промежуток времени Δt = t1 – t  скорость точки получает приращение   
VVV  1 .  
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Рис.2.4. К определению ускорения точки. 
 
Величину вектора Δ V определим из параллелограмма, как разность 
диагонали и одной из сторон. Приращение скорости ΔV за соответствующий 
промежуток времени Δt - это среднее ускорение точки М.  Если  Δt→0, то 
ускорение точки в данный момент времени – это первая производная от 
скорости точки по времени [1, c.100-101] 
 
;lim)(lim
00 dt
Vd
t
V
aa
t
ср
t




    (8) 
 
или, с учетом  выражения (7) ,     
.
2
dt
rd
dt
Vd
a 
  (9) 
 
ВЫВОД:  вектор ускорения данной точки в данный момент времени 
равен первой производной от вектора скорости или второй производной 
от радиуса-вектора точки по времени. 
Единица измерения ускорения – м/с2. 
 Если точка движется по плоской кривой линии, то вектор ускорения 
лежит в этой же плоскости и направлен в сторону вогнутости этой кривой. 
При прямолинейном движении вектор ускорения направлен вдоль прямой, по 
которой движется точка. 
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При естественном способе задания движения s = f (t) ускорение определится 
как первая производная от скорости или как вторая производная от 
перемещения  по времени  
  
.
2
dt
sd
dt
Vd
a 
  
   (9ʹ ) 
 
2.1.4. Скорость и ускорение точки при координатном способе 
задания движения 
Из математики известно, что проекция производной от вектора на ось равна 
производной от проекции вектора на ту же ось. Скорость точки – это первая  
производная от вектора r по времени.  Если вместо вектора r движение 
задать его проекциями на оси, то есть координатами  точки  x, y, z, тогда на 
основании формулы (7) проекции вектора скорости – это первые 
производные от координат точки по времени [1, c.102] 
 
 dt
dz
V
dt
dy
V
dt
dx
V zyx  ,,   (10) 
или 
 
zVyVxV zyx   ,,     (11) 
Зная проекции скорости, можно найти ее модуль и направление, то есть углы 
между вектором скорости и координатными осями 
  
222
zyx VVVV    ;     (12) 
     cos α = Vx /V ;       cos β = Vy /V ;        cos γ = Vz /V ; 
 
ВЫВОД: Проекции скорости точки на координатные оси равны первым 
производным от соответствующих координат точки по времени. 
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Аналогичным образом можно определить ускорение точки по заданным 
координатам. На основании формулы (9) ускорение точки – это первая 
производная от скорости   V  или вторая производная от радиуса-вектора r
точки.  Если векторы заменить проекциями на оси, то можно записать 
 
dt
zd
dt
dV
a
dt
yd
dt
dV
a
dt
xd
dt
dV
a zz
y
y
x
x
222
,,   
 
или 
 
zVayVaxVa zzyyxx   ,,   (13) 
 
Зная проекции ускорения, можно найти его модуль  
  
222
zyx aaaa        (14) 
и направление, которое определяют углы между вектором скорости и 
координатными осями 
      cos α1 = ax /a ;       cos β1 = ay /a;        cos γ 1= az /a; 
 
ВЫВОД:  Проекции ускорения точки на координатные оси равны первым 
производным от проекций скорости или вторым производным от 
соответствующих координат точки по времени. 
При плоском движении в формулах (10) – (14) должна быть отброшена 
проекция на ось Z, а в случае прямолинейного движения вдоль оси  X 
скорость и ускорение определяются одним уравнением 
  
,
dt
dx
V x       .
2
dt
xd
dt
dV
a xx                     (15) 
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2.2. Понятие о кривизне кривых линий 
 Для точки, движущейся по криволинейной траектории, обозначим два 
соседних положения М и М1 и проведем касательные в этих положениях 
(рис.2.5). Угол между этими касательными называется углом смежности Δφ. 
 
  
Рис.2.5. Определение кривизны кривой линии 
 При бесконечно малых значениях длины дуги  Δs  радиус кривизны     
в точках М и М1  можно считать одинаковым. Таким образом, кривизна k 
кривой линии в данной точке – это предел отношения угла смежности к 
соответствующей длине дуги при   Δs→0 
  s
k
s 




0
lim .     (16) 
Для окружности радиуса R  длина дуги определяется по формуле 
   Δs = R∙ Δφ.       (17) 
С учетом выражения (17)  формула (16) примет вид 
  RRs
k
ss
1
limlim
00







 

   . 
Следовательно, кривизна окружности во всех точках одинакова и равна 
    k = 1 / R.        (18) 
Для каждой точки данной кривой можно подобрать такую окружность, 
кривизна которой равна кривизне кривой в данной точке. Радиус  такой 
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окружности называется радиусом кривизны, а центр этой окружности – 
центром кривизны. 
ВЫВОД: кривизна кривой в данной точке есть величина, обратная 
радиусу кривизны в этой точке 
    k = 1 /  .          (19) 
Очевидно, что кривизна прямой линии равна нулю, а радиус кривизны  равен 
бесконечности. 
2.3. Нормальное и касательное ускорения 
 Поскольку ускорением называется изменение скорости в единицу 
времени, а скорость меняется и по величине и по направлению, то в 
кинематике рассматривают две составляющие ускорения. Проекция полного 
ускорения на нормаль к траектории называется нормальным ускорением; 
проекция полного ускорения на касательную к траектории называется 
касательным ускорением. Касательное ускорение иногда называют 
тангенциальным. Определим эти величины (рис.2.6). 
 
Рис.2.6. Определение нормального и касательного ускорения 
 Скорость точки А в момент времени t  изображена вектором V ; в 
следующий момент времени t1 точка переместилась в положение А1. 
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 Скорость при этом изменилась по величине и по направлению  и стала 
равна 1V .  Вектор изменения скорости VVV  1 .   
 Среднее ускорение за  промежуток времени   Δt   определится по формуле 
   dt
Vd
a ср  ,           (20) 
но при Δt→0  величина ускорения в данный момент времени есть предел, к 
которому стремится среднее ускорение 
  
;lim)(lim
00 t
V
aa
t
ср
t 


           (21)  
Представим  вектор V в виде геометрической суммы двух векторов 
 VVV 21  ,    тогда выражение (21) примет вид 
 
t
V
t
V
t
VV
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
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0
1
0
21
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Введем обозначения:   
     ;lim
1
0 t
V
a
t 


            
;lim 2
0 t
V
a
t
n 


                     (23) 
 
Таким образом, ускорение точки в любой момент времени равно сумме двух 
векторов  
   
;naaa                                                   (24) 
По мере приближения  Δt  к нулю вектор  V1 сохраняет свое направление 
по касательной к траектории точки, а значит и  вектор a в любой момент 
времени направлен по касательной, поэтому он называется касательным 
ускорением. В то же время направление вектора V2  меняется;  при Δt→0  
38 
 
в пределе он стремится занять направление, перпендикулярное  касательной, 
поэтому  вектор  na называется нормальным ускорением. 
Так как модуль вектора V1  равен VVV  11 , то модуль касательного 
ускорения   
  
;lim
2
21
0 dt
sd
dt
dV
t
V
a
t
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


                     (25) 
 
ВЫВОД: Величина касательного ускорения равна первой производной от 
числового значения скорости или второй производной от расстояния по 
времени. 
 При  Δt→0  перемещение  точки по дуге  незначительно, поэтому 
можно считать радиусы кривизны в точках  А  и  А1  одинаковыми и равными 
ρ , а  дугу АА1 приближенно заменить хордой Δs. Получаем два подобных 
равнобедренных треугольника с углом при вершине Δφ.  Из подобия 
треугольников следует: 
   
12 V
s
V



       (26) 
Умножив на Δs  и разделим на  Δt обе части пропорции, получим 
  

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

t
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V 12
    и перейдем к пределу при Δt→0   
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Так как  
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окончательно получаем 
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VVan 







1
     или        
2V
a n                         (28) 
 
ВЫВОД: Величина нормального  ускорения точки равна квадрату  
скорости деленному на радиус кривизны траектории  в данной  точке 
кривой. 
2.4. Частные случаи движения точки вдоль траектории  
 Анализируя формулы (25) и (28) можно отметить  
1) Равномерное прямолинейное движение.  Если аτ = 0  и    аn = 0,   то есть 
скорость не меняется ни по величине, ни по направлению; ускорение точки 
всегда равно нулю.  
2) Неравномерное прямолинейное движение.  Если ρ = ∞,   то   аn = 0,   а это 
значит, что  скорость изменяет только свое численное значение. Касательное 
ускорение   аτ = dV / dt    характеризует изменение скорости по величине. 
Так как вектор скорости не меняет направления, то траекторией является 
прямая линия.  
3) Равномерное криволинейное движение.  Если  V = const,    то     
аτ = dV / dt  = 0,   а это значит, что движение равномерное, то есть вектор 
скорости не меняется по модулю. Ускорение равно только нормальной 
составляющей аn = V 
2/ ρ  , которая направлена по нормали к траектории 
движения точки. Нормальное ускорение характеризует изменение скорости 
по направлению. Так как  V = ds / dt , можно найти закон равномерного 
криволинейного движения точки, интегрируя выражение    ds = V ∙ dt 
 

t
Vdts
0
               или      s – s0 = Vt     (29) 
so – положение точки в начальный момент времени . 
  
40 
 
Окончательно закон движения  определится выражением 
    s = s0 + Vt  .                      (30) 
При  s0 = 0  перемещение точки   s = Vt  .     
4) Равнопеременное криволинейное движение. Равнопеременным называется 
движение, при котором касательное ускорение все время остается 
постоянным:   аτ = dV / dt = const.  
В начальный момент времени   s = s0 ;    V=V0 .  
   Интегрируя зависимость  dV = аτ∙ dt    в соответствующих пределах 
 
 
 
tV
V
dtadV
00
 ,    получим     V -  V0  =  aτ ∙ t  . 
 
Окончательно формула скорости  при равнопеременном движении имеет вид: 
 
       V = V0 + аτ∙ t       (31) 
     
Учитывая, что  V =  ds / dt  ,    можно записать  
    ds = V∙ dt  = V0 dt  + аτ∙ t dt. 
Интегрируя последнее выражение, получим закон равнопеременного 
криволинейного движения точки 
  
 
tts
s
dttadtVds
00
0
0
  
Окончательная формула перемещения точки при равнопеременном движении  
    s = s0  + V0 t  +  аτ t
2/2      (32) 
При   s0 = 0  закон равнопеременного движения точки  запишется в виде 
   s = V0 t  +  аτ t
2/2 .     (33) 
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2.5. Простейшие движения твердого тела 
 2.5.1. Поступательное движение 
 Движение тела, при котором любая прямая, проведенная в этом теле, 
остается параллельной своему  первоначальному положению [2, с. 199]. 
При поступательном движении все точки тела описывают одинаковые 
траектории, имеют одинаковые скорости и ускорения в  каждый момент 
времени. Поступательное движение может быть прямолинейным или 
криволинейным. 
 
Рис.2.7. Поступательное движение 
    твердого тела 
        
Отсюда следует, что изменения скоростей точек А и В за промежуток 
времени Δt также равны, а значит точки  А и В имеют одинаковые ускорения  
  
;BА aa          11 BA aa  . 
 Таким образом, поступательное движение твердого тела полностью 
характеризуется движением любой его точки. Поэтому тело при 
поступательном движении можно рассматривать как материальную точку. 
  
 Очевидно, что при перемещении 
отрезка АВ точки А и В движутся по 
одинаковым траекториям. Но за 
любые сколь угодно малые 
промежутки  времени Δt эти точки 
проходят равные пути, а значит 
скорости  их также равны и 
направлены по касательным к 
траекториям  
 
;BА VV        11 BА VV   
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2.5.2. Вращательное  движение. Угловая скорость; угловое ускорение 
 Движение, при котором по крайней мере две точки твердого тела 
остаются неподвижными, называется вращательным; прямая линия, 
соединяющая эти две точки, называется осью вращения [1,c.119].  
Понятие вращательного движения может относиться только к телу, но не 
к точке. Например, движение точки по окружности – это криволинейное 
движение, а не вращательное. 
При вращении тела его точки, находящиеся на различном расстоянии от оси 
вращения,  имеют неодинаковые траектории, скорости и ускорения.  
 
 Рис.2.8. Вращательное движение  
  твердого тела 
 
 Поэтому, в отличие от поступательного движения, путь, линейные 
скорости и ускорения не могут характеризовать движение тела в целом. 
Положение тела при вращательном движении однозначно определяется 
углом φ, который называется углом поворота и измеряется в радианах.  
 Таким образом, закон вращательного движения твердого тела вокруг 
неподвижной оси  определяется зависимостью  
   φ = f (t) .       (34) 
 
Диск вращается вокруг оси О, 
перпендикулярной плоскости 
чертежа (рис.2.8.). Траектории 
точек А и В – есть окружности 
с центрами в точке О.  
За время Δt диск повернулся на 
угол φ; при этом точка А 
прошла путь sA, а точка В – 
путь sВ . 
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Основными кинематическими характеристиками при вращательном 
движении являются угловая скорость ω и угловое ускорение ε. 
Если за промежуток времени  Δt тело совершает поворот на угол  Δφ, то 
средняя угловая скорость    ωср = Δφ / Δt .  В пределе при   Δt → 0  найдем 
   dt
d 
   .     (35) 
ВЫВОД: Числовое значение угловой скорости тела равно первой 
производной от угла поворота по времени. Единица измерения угловой 
скорости – рад /с, или с -1, поскольку радиан – безразмерная величина. 
 Угловую скорость можно изобразить в виде вектора, который 
направлен вдоль оси вращения в ту сторону, откуда вращение видно 
происходящим против часовой стрелки.  
 Угловое ускорение характеризует изменение угловой скорости тела в 
единицу времени. Если за промежуток времени  Δt угловая скорость 
изменилась на  Δω, то среднее угловое ускорение    εср = Δω / Δt .   В пределе 
при   Δt→0  найдем 
   dt
d
dt
d 

2
      (36) 
ВЫВОД: Числовое значение углового ускорения тела равно первой 
производной от угловой скорости по времени или второй производной от 
угла поворота  тела по времени.  Единица измерения углового ускорения – 
рад /с2, или, учитывая, что радиан – безразмерная величина,   -  с -2. 
 Если модуль угловой скорости возрастает с течением времени, то 
вращение  называется ускоренным, а если убывает, -  замедленным. Угловое 
ускорение (по аналогии с угловой скоростью) можно изобразить в виде 
вектора, направленного по оси вращения. Если направления векторов   ω   и   
ε  совпадают, то вращение ускоренное, и наоборот. 
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В технике часто скорость вращательного движения измеряют в оборотах в 
минуту и обозначают буквой  n. Зависимость между угловой скоростью и 
числом оборотов определяется из соотношений: 
   1 об = 2π рад;     ω = 2π ∙ n об/мин   
      или                  ω = π n / 30 с -1. 
Скорость любой точки вращающегося тела связана с изменением угла 
поворота зависимостью: 
  
.
)(
dt
d
r
dt
rd
dt
ds
V

           (37) 
 
С учетом формулы (35) формула для определения скорости любой точки 
вращающегося тела 
    V = ω∙r.            (38) 
Таким образом, вектор скорости точки пропорционален ее расстоянию до оси 
вращения и направлен перпендикулярно радиусу, соединяющему эту точку с 
осью вращения. 
 2.5.3. Разновидности вращательного движения 
1) Равномерное вращательное движение. Если тело вращается с постоянной 
угловой скоростью, то такое движение называют равномерным. Формулы 
равномерного вращательного движения: 
       ω = const,     φ = ωt.               (39) 
Касательное, нормальное и полное ускорение любой точки вращающегося 
тела: 
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Направление полного ускорения соответствует направлению нормального 
ускорения, то есть вектор направлен к центру вращения. 
2) Неравномерное вращательное движение. Если угловая скорость меняется 
с течением времени, то такое вращение называют неравномерным. 
Формулы неравномерного вращательного движения: 
 
   φ = f (t),             ω =  dφ/dt .                             (41) 
 
Касательное, нормальное и полное ускорение любой точки вращающегося 
тела: 
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Направление полного ускорения определяется тангенсом угла между 
векторами  
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3) Равнопеременное вращательное движение. Если тело вращается вокруг 
неподвижной оси с постоянным угловым ускорением, то движение 
называется равнопеременным. Формулы могут быть получены 
интегрированием закона движения 
 
const
dt
d


   ,       откуда      dω =  ε ∙ dt   ; 
Если   ω0 – начальная угловая скорость,  то   
t
dtd
00



  
  
Окончательно получим  выражение для скорости при равнопеременном 
движении: 
      ω =  ω0 + ε ∙ t .       (44) 
 
С учетом того, что   d φ =  ω dt   =  (ω0 + ε ∙ t )dt ,    интегрируем по 
времени 
           
dttdtd
tt
 
00
0
0



, 
где φ0 – начальный угол поворота. 
Окончательно получаем закон равнопеременного вращательного движения 
    φ = φ0 + ω0t + ε t
2 / 2        (45)  
при φ0 = 0    φ = ω0t + ε t
2 / 2 . 
2.6. Сложное движение точки и твердого тела 
2.6.1.Сложение скоростей и ускорений 
 В ряде случаев задачи механики целесообразно рассматривать по 
отношению к двум системам отсчета, одна из которых является 
неподвижной, а другая – движется по отношению к первой. В таком случае 
движение  называют сложным. Движение точки или тела по отношению к 
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неподвижной системе отсчета называется абсолютным. Движение точки или 
тела по отношению к подвижной системе отсчета называется 
относительным. Движение подвижной системы координат по отношению к 
неподвижной системе называется переносным. Соответственно называются и 
кинематические параметры: абсолютная, относительная, переносная скорость 
(Vабс , Vпер , Vотн), а также  абсолютное, переносное и относительное 
ускорение (аабс , апер , аотн). 
 Абсолютную скорость определяют как геометрическую сумму двух 
векторов: переносной скорости и относительной 
   абсV =  перV  + отнV              (46) 
 В плоскости чертежа (рис.9) изобразим неподвижную систему 
координат. Движение ползуна относительно неподвижной системы 
координат xOy – абсолютное. Стержень ОА, по которому движется ползун 
М, вращается вокруг точки О – это переносное движение. Движение ползуна 
по подвижному стержню ОА – относительное. 
 
Рис.9. Сложное движение точки 
 
Переносная скорость точки М, совпадающей с положением ползуна,  но 
принадлежащей стержню ОА, определяется как произведение угловой 
скорости на радиус вращения  
     Vпер = ω ∙ ОМ . 
ПРИМЕР:   Задан закон вращательного 
движения стержня    φ = t 2. 
Ползун М движется равноускоренно; 
перемещение от начала координат 
задано уравнением s = OM = 2 + 2 t 2 . 
Определить абсолютную скорость 
ползуна в момент времени  t = 1c. 
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Вектор скорости Vпер направлен по касательной, т.е. перпендикулярно 
радиусу (см. рис.2.9). 
Для нашего примера:     величина угловой скорости    ω =  d φ / dt = 2t,     
               расстояние    ОМ = s = 2 + 2t2 ,  
тогда   Vпер = 2t (2 + 2t
2).      
 При t =1, получим  Vпер = 8м/с. 
 Относительное движение точки М (т.е. движение в подвижной системе 
координат) для нашего примера – поступательное; скорость Vотн  направлена 
вдоль стержня (см. рис.2.9) и равна  первой производной от перемещения. 
Дифференцируя закон движения ползуна, получим 
    Vотн = ds/dt. = 4t.    
 При t = 1, вычисляем относительную скорость     Vотн = 4м/с. 
 Абсолютную скорость находим как геометрическую сумму двух 
взаимно перпендикулярных векторов 
  
смVVV отнперабс /94,884
22  . 
 Направление вектора абсолютной скорости в данный момент времени 
можно определить из геометрических соотношений прямоугольного 
треугольника. 
2.6.2. Плоскопараллельное движение. Разложение движения на 
поступательное и вращательное  
 Плоскопараллельным (или плоским) называется такое движение 
твердого тела, при котором все его точки движутся параллельно некоторой 
фиксированной плоскости (рис.10). Поэтому для решения задач кинематики 
твердого тела достаточно рассмотреть, как движется сечение данного тела в 
этой плоскости, то есть исследовать движение плоской фигуры. Положение 
этой фигуры определяется любым отрезком АВ, лежащим в рассматриваемой 
плоскости. В свою очередь положение отрезка АВ можно определить зная 
координаты точки А (xA, yA) и угол φ, который отрезок АВ образует с осью x. 
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Точку А, положение которой задано, называют полюсом. В качестве полюса 
можно принимать любую точку, но при решении задач  кинематики за полюс 
обычно принимают точку, скорость которой известна [1, c.127]. 
 
Рис.10. Плоскопараллельное движение твердого тела 
Чтобы определить  положение отрезка АВ в любой момент времени, должны 
быть заданы зависимости 
 xA = f1(t);   yA = f2(t);   φ = f3(t).       (47) 
Эти уравнения называются уравнениями плоскопараллельного движения 
твердого тела. Сложное движение можно разложить на два простых, считая, 
что эти два движения происходят одновременно, следующим образом:  
1)  при φ = const отрезок АВ движется поступательно и  переходит в 
положение А1В1. Движение точки А и всех других точек, в том 
числе точки В, определяется первыми двумя уравнениями.  
2) третье уравнение определяет вращение фигуры вокруг полюса при    
xA = const;    yA = const. Точка В1 переходит в положение В2 в 
результате того, что изменяется угол поворота φ.  
Таким образом, сложное движение состоит из двух простейших  движений: 
поступательного движения полюса и вращательного движения вокруг этого 
полюса. Поступательное движение можно считать переносным, а 
вращательное – относительным [1, с.110-112].  
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Тогда уравнение (46) запишется в виде 
    ВV =  АV  + ВАV         (48) 
где VВ – вектор абсолютной скорости точки В; 
      VА – вектор переносной скорости точки А (скорость центра вращения). 
VВА – вектор относительной скорости точки В при вращательном 
движении отрезка АВ вокруг точки А. 
 Модуль и направление скорости точки  В можно найти, сложив 
переносную и относительную скорость путем построения соответствующего 
параллелограмма. 
ВЫВОД: Вектор абсолютной скорости точки равен геометрической 
сумме векторов переносной и относительной скоростей. 
2.7. Понятие о мгновенном центре скоростей 
 Мгновенным центром скоростей называется точка плоской фигуры, 
скорость которой в данный момент времени равна нулю [1, c.132-133]. 
Для определения положения мгновенного центра скоростей должны быть 
известны направления каких-нибудь двух точек плоской фигуры.  
 
Рис.11. Определение мгновенного  
      центра скоростей 
 
 APAPPA VVVV  ;   BPBPPB VVVV  .  (49) 
Пусть известны векторы скоростей 
точек А и В. Проведем 
перпендикуляры к векторам 
скоростей VА   и    VВ . Полученная 
точка пересечения  р – есть 
мгновенный центр скоростей.  
Если принять точку р за полюс, то 
есть переносная скорость Vp = 0, 
тогда абсолютные скорости точек 
А и В определятся  из уравнений: 
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Из уравнений (49) очевидно, что абсолютные скорости в этом случае равны 
относительным скоростям, следовательно, скорости точек плоской фигуры 
определяются как скорости во вращательном движении вокруг центра р: 
 PAVРАV AA    ;   PBVРВV BВ   .         (50) 
 
Из соотношений (50) следует, что  
PB
V
PA
V BA  ,    следовательно, 
 
скорости точек плоской фигуры пропорциональны их расстояниям до 
мгновенного центра скоростей. 
 При определении мгновенного центра скоростей возможны случаи, 
когда векторы скоростей точек параллельны: 
1) Скорости двух точек  А  и  В  параллельны, но не лежат на одном 
перпендикуляре 
 
В этом случае точка пересечения 
перпендикуляров находится в бесконечности, 
т.е   АР = ВР = ∞. 
Угловая скорость  ω   =  0



BA VV
     
Следовательно, тело в данный момент 
движется поступательно. 
 2) Скорости двух точек  А  и  В  параллельны, и эти точки лежат на 
одном перпендикуляре к направлению данных скоростей 
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Для определения мгновенного центра скоростей в этом случае надо знать  
скорости двух точек фигуры и по модулю, и по направлению. Если 
соединить концы векторов скоростей прямой линией, то точка пересечения 
этой линии с перпендикуляром к направлению скоростей и есть мгновенный 
центр скоростей. Это легко доказать из подобия треугольников  РАD  и  РВC: 
B
A
V
V
ВР
АР
     или   
PB
V
PA
V BA - угловая скорость тела. 
ВЫВОД:  скорость любой точки плоской фигуры можно определить, 
считая, что фигура в данный момент времени вращается вокруг 
мгновенного центра скоростей. Направления скоростей точек 
перпендикулярны отрезкам, соединяющим точки с мгновенным центром 
вращения, а их модули пропорциональны длинам этих отрезков. 
 В практических задачах часто случается, что фигура катится без 
скольжения по неподвижной кривой (или прямой). В этих случаях у 
движущейся фигуры может быть только одна точка, скорость которой равна 
нулю, а именно – точка касания ее с неподвижной линией. Эта точка касания 
и будет мгновенным центром вращения. 
ПРИМЕР: Цилиндр, лежащий на горизонтальной плоскости, обмотан 
веревкой, которую тянут с постоянной скоростью  V3 .  
Найти угловую скорость цилиндра, скорость его центра, а также точек А4 и 
А2 , лежащих на горизонтальном диаметре, считая, что цилиндр катится без 
скольжения [2, c.246]. 
 
Проведем через веревку плоскость, 
перпендикулярную оси цилиндра.  
В сечении получится круг, катящийся 
по горизонтальной прямой. Так как 
скольжения нет, то скорость точки А1 
равна нулю, следовательно эта точка 
- мгновенный центр скоростей круга. 
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Зная положение мгновенного центра скоростей и скорость точки А3 , находим 
угловую скорость цилиндра и скорости точек  О,  А2  и  А4 . 
;
2
3
31
3
r
V
AA
V
   ;22
33
10
V
r
r
V
OAV    
 
;
2
2
2
2
323
212
V
r
r
V
АAV    
 
;
2
23
414
V
АAV    
Направления векторов скоростей V1 и V4 перпендикулярны мгновенным 
радиусам А1 А2  и  А1 А4 . 
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3. ДИНАМИКА 
Динамика - это раздел механики, в котором изучается движение 
материальных тел под действием приложенных сил, в отличие от 
кинематики, где движение изучается  только с геометрической стороны, без 
учета сил. 
 Объектом изучения является материальная точка, т.е. точка, 
обладающая массой. Тело может иметь достаточно большие размеры, но 
например, при поступательном движении все точки движутся одинаково, 
поэтому такое тело можно считать материальной точкой с массой, равной 
массе этого тела. Если размерами тела пренебречь нельзя, то можно 
разделить его на части и рассматривать как совокупность материальных 
точек, которую называют системой материальных точек.  
Вопросы  динамики сводятся к двум основным задачам: 
1 – Задано движение материальной точки или системы. Требуется 
определить силы, действующие на точку (или систему). 
2 –  (Обратная). Известны силы, действующие на данную точку 
(систему). Требуется определить закон движения этой точки или системы. 
Для решения этих задач пользуются приемами статики (сложением сил, 
например), а также принятыми в кинематике характеристиками движения 
(скорость, ускорение, угловая скорость и т.д.). 
Кроме того в динамике вводятся и новые понятия (количество 
движения, работа, энергия и пр.). 
3.1. Основные законы динамики 
Установление законов динамики было начато итальянским ученым 
Галилеем на рубеже 16-17 веков, который опроверг воззрение о том, что 
более тяжелое тело падает на Землю быстрее, а продолжено Ньютоном.  
     g
G
m   
m – масса тела или материальной точки; 
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G – сила тяжести (сила Земного притяжения в данной точке Земли); 
g – ускорение свободного падения.   
Поэтому законы, сформулированные Ньютоном, и носят его имя [1, c.180-
183]. Первый закон уже рассматривался ранее, в статике – это закон инерции. 
Всякое тело сохраняет состояние покоя или равномерного прямолинейного 
движения, пока воздействия со стороны других тел не заставят его 
изменить это состояние. 
Второй закон – основной закон динамики. 
Ускорение, сообщаемое материальной точке силой, пропорционально 
модулю этой силы и совпадает по направлению с этой силой. 
Второй закон выражается равенством: 
    amF     
 или в дифференциальной форме        
    xmF   
F – сила, приложенная к точке;  a – ускорение точки.  
Это равенство называется основным уравнением динамики точки. 
Вектор силы, приложенной к материальной точке, равен произведению 
массы точки на  вектор ее ускорения.  
Под ускорением следует понимать абсолютное ускорение в принятой 
системе отсчета. 
Третий закон – это закон равенства действия и противодействия, также 
подробно рассмотренный в статике. 
Четвертый закон – закон независимости действия сил, который также 
рассмотрен и был использован и в статике, и в сопротивлении материалов: 
nFFFam  ...21  
Обозначив через F равнодействующую всех сил, получим тот же второй 
закон. Следовательно, основное уравнение динамики остается в силе и в том 
случае, если на точку действует одновременно не одна сила, а несколько.  
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Если рассматривать плоскую систему, то вектор силы и вектор 
ускорения могут быть спроецированы на координатные оси, и основное 
уравнение выглядит следующим образом: 
  xx maXF                  yy maYF , 
Или, в дифференциальной форме 
  2
2
dt
xd
mX
                    2
2
dt
yd
mY
 
В этих уравнениях ∑Х ,  ∑Y  - алгебраические суммы проекций 
приложенных к точке сил на соответствующие координатные оси;   x  и  y 
текущие координаты точки. 
ПРИМЕР: 
Движение тела массой m = 0,5 кг выражается уравнениями: 
x = 2t ,     y = 3 + t - 5 t2 
Определить силу, действующую на тело. Координаты x и y – в метрах,  
время t – в секундах. Данный пример относится к первой задаче динамики. 
РЕШЕНИЕ:   Дифференцируем уравнения движения, получаем 
проекции вектора скорости:   Vx = dx/dt = 2,     Vy = dy/dt = 3 + t - 5t
2 . 
Чтобы найти проекции ускорения, полученные выражения еще раз 
дифференцируем  
0
2
2

dt
xd
a x                 
2
2
2
/10 см
dt
yd
a y   
Подставим эти значения в уравнения движения материальной точки, 
обозначив через Х и Y проекции силы F на соответствующие оси координат.  
005,0  xmaX        
  НсмкгmaY y 5/5105,0 2   
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Очевидно, что сила, действующая на тело, по модулю равна проекции 
на ось   y  а значит и направлена она вдоль оси ординат в отрицательном 
направлении: 
   НYXF 5
22  . 
3.2. Принцип Даламбера 
Данный принцип позволяет сводить задачи динамики к задачам 
статики. Применение методов статики в решении задач динамики называется 
методом кинетостатики. Формулируется он следующим образом: 
Тело находится в равновесии, если к  активным силам и реакциям 
связей добавить силы инерции.  
При этом для решения задач динамики можно составлять уравнения 
статического равновесия.  
Для того, чтобы пользоваться принципом Даламбера, следует иметь в 
виду, что сила инерции возникает лишь тогда, когда на материальную точку 
действуют другие тела, вынуждающие ее изменить свое состояние. Иначе 
говоря, инерция – это свойство тела (материальной точки) сопротивляться 
изменению скорости. 
При прямолинейном поступательном движении в уравнения 
равновесия добавляется только сила инерции   F = - ma .  Знак минус 
означает, что сила инерции направлена против ускорения.  
При криволинейном движении  силу инерции можно разложить на две 
составляющие: касательную   Ft = -  mat ,    и нормальную    Fn = -  man  . 
Если рассматривать точку, которая принадлежит телу, вращающемуся 
вокруг неподвижной оси, то ее касательное и нормальное ускорения 
вычисляются по известным из кинематики формулам:  
  ra n
2   ;ra    
При равномерном вращении касательная составляющая равна нулю. 
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3.3. Общие теоремы динамики 
Общие теоремы динамики связывают меры механического движения 
материальной точки или системы с силами, вызывающими изменение этих 
мер. К мерам механического движения относятся: 
 ݉ݒഥ – количество движения; 
 ݉
ݒమ
ଶ
 – кинетическая энергия; 
 ܭ௭– момент количества движения или кинетический момент. 
 В соответствии с этими мерами существуют 3 общие теоремы 
динамики для точки и для системы. 
3.3.1. Теорема об изменении количества движения 
Количеством движения материальной точки mv называется вектор, 
равный произведению массы точки на ее скорость и имеющий направление 
скорости.  
mv = m ∙ v  .  Единица измерения - кг∙м /с. 
С понятием количества движения связана другая динамическая 
характеристика – импульс силы.  
Импульсом постоянной силы Ft называется величина, равная 
произведению вектора силы F  на время ее действия. 
Единица измерения – Н ∙с  = (кг∙м/с2 ) / с = кг∙м /с.  Как видно, единица 
измерения та же, что и количества движения. 
Связь между этими двумя понятиями устанавливает теорема об 
изменении количества движения: 
Изменение количества движения материальной точки за 
некоторый промежуток времени равно импульсу силы, приложенной к 
ней за тот же промежуток времени. 
Для случая прямолинейного движения под действием постоянной силы 
формула скорости имеет вид: 
v = v0 + at    (см. формулу 31 раздела кинематика) 
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Перенесем v0  в левую часть и умножим обе части равенства на массу 
материальной точки: 
  mv - mv0 = m∙ at     
Но произведение массы на ускорение есть сила, под действием которой 
точка движется, следовательно: 
  mv - mv0 = Ft     
Левая часть равенства – изменение количества движения, правая – 
импульс силы, что и требовалось доказать. 
Если движение замедленное (v < v0 ), то вектор силы направлен 
противоположно вектору скорости и следовательно сила будет со знаком 
минус. 
В случае криволинейного движения точки под действием переменной 
силы   весь промежуток времени можно разбить на бесконечно малые 
участки и теорема об изменении количества движения принимает вид: 
  
 
t
t
dtFFdtmvmv
0
0
0      
Если к материальной точке приложено несколько сил, то изменение 
количества движения будет равно сумме импульсов данных сил. Сумма 
будет алгебраической, если силы действуют по одной прямой и 
геометрической, если силы направлены под углом. 
Теорему об изменении количества движения можно рассматривать и в 
проекциях на координатные оси: Изменение проекции количества движения 
точки на какую-либо ось равно проекции импульса силы, действующей на 
точку, на ту же ось. 
3.3.2. Теорема об изменении кинетической энергии 
 1) - Для материальной точки 
Как известно из курса физики, кинетическая энергия – это энергия, 
которой обладает всякое движущееся тело или материальная точка.  
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Произведение модуля силы на длину пути, пройденного точкой, и на 
косинус угла между направлением силы и направлением движения - это не 
что иное как работа данной силы. Работа определяется по формуле: 
  A = F∙ S cosα ,                  
где произведение S cosα – проекция силы на направление движения точки. 
Единица измерения работы - Н∙м = Дж. 
Кинетическая энергия материальной точки определяется по формуле 
  2
2mv
T   
Кинетическая энергия – величина скалярная и всегда положительная. 
Единица измерения – (кг∙м2/с2) = (кг∙м/с2) м = Н∙м = Дж. 
Кинетическая энергия имеет размерность работы. Связь между работой 
и кинетической энергией устанавливает теорема об изменении кинетической 
энергии. Из основного уравнения динамики следует: 
F
dt
dv
mFma  ; .       
Умножим левую и правую части равенства на проекцию бесконечно 
малого перемещения точки  dS,  получим 
FdSdS
dt
dv
m         или:      FdSdvdt
dS
m  , 
 но vdt
dS
 ,      тогда окончательно имеем: 
   FdSdvvm   
Интегрируем левую часть равенства в пределах от  v0  до  v1 , а правую 
– соответственно от 0 до S  
 
1
0 0
v
v
S
dSFdvmv ,  
после интегрирования получим: 
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 A
mvmv

22
2
0
2
1
 
Последнее равенство и представляет собой теорему об изменении 
кинетической энергии, которая формулируется следующим образом: 
Изменение кинетической энергии материальной точки на 
некотором пути равно работе приложенной силы на том же пути. 
Если движение совершалось под действием нескольких сил, то работу 
надо понимать как сумму работ всех сил или работу равнодействующей 
силы. При этом следует учитывать, что работа может быть положительной и 
отрицательной в зависимости от того, как направлена сила по отношению к 
направлению движения. Если сила совпадает с перемещением или 
направлена под острым углом, то это движущая сила; ее значение 
положительно. Если сила противоположна перемещению или направлена под 
тупым углом, то это так называемая сила сопротивления; ее значение 
отрицательно. 
Теорема об изменении кинетической энергии дает наиболее простой 
способ решения тех задач, в которых устанавливается зависимость между 
действующей силой, скоростью точки и пройденным ей путем.  
 2) - Для твердого тела и системы 
Как известно из кинематики, материальная точка совершает 
поступательное движение (прямолинейное или криволинейное) Тела же 
могут совершать поступательное, вращательное или плоскопараллельное 
движение. 
- при поступательном движении тело можно рассматривать как 
материальную точку, сосредоточив его массу в центре масс и перенеся в нее 
все внешние силы. 
- при вращательном движении тела его точки движутся с разными 
ускорениями, в зависимости от расстояния до оси вращения (рис.12). 
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Рис. 12. К выводу теоремы об изменении кинетической энергии системы 
Пусть на твердое тело действуют внешние силы F1, F2,… Fi.. Разобъем 
тело на ряд материальных точек с массами  mi  и применим принцип 
Даламбера, т.е. к каждой точке приложим силы инерции – нормальную  Fиi
n  
и касательную Fиi
τ. Точку пересечения оси вращения с плоскостью, 
перпендикулярной оси вращения,  обозначим О. Расстояние от i-й точки до 
оси вращения - ri .   
Для равновесия вращающегося тела необходимо, чтобы сумма 
моментов всех сил была равна нулю: 
1)  ∑MZ  = 0;      ∑MZ  (Fi )  -    ∑MZ  (Fиi 
τ)  = 0 
                       (от внешних         (от сил инерции) 
                                    сил) 
Моменты от реакций подшипника и подпятника, а также от Fиi
n  
равны нулю, т.к. линии действия этих сил пересекают ось Z. 
Тогда: 
2)   ∑MZ  (Fi )  = Мкр – крутящий момент, действующий на тело, 
3)  ∑MZ  (Fиi 
τ)  = ∑ mεri ∙ ri = ε ∑ mri
2 = ε ∙J 
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Выражение ∑ mri
2 называют моментом инерции тела относительно оси 
вращения и обозначают J. 
Подставим 2) и 3) в уравнение  1)  и получим: 
Мкр  = ε ∙J 
Это выражение называют уравнением вращательного движения 
твердого тела.   
Единица измерения  J  - кг∙м2 ; величины для тел различной формы 
приводятся в справочной литературе (для кольца J = mR2/2 ;  для тонкой  
сферической оболочки  J = 2mR2 /3   и т.д.) 
Таким образом, кинетическая энергия движущегося тела равна: 
- если тело движется поступательно  
   2
2mv
T   
 
- если тело вращается вокруг неподвижной оси 
    2222
2
2
222  J
rm
rmmv
T ii
iii
 
 
- если тело совершает плоскопараллельное движение 
22
22 Jmv
T   
ВЫВОД: Кинетическая энергия твердого тела при 
плоскопараллельном движении равна сумме кинетических энергий в 
поступательном движении вместе с центром масс и вращательном 
движении вокруг центральной оси. 
ПОЯСНЕНИЯ: Центральная ось перпендикулярна основной плоскости 
и проходит через центр масс, а основная плоскость – это та, в которой 
перемещаются все точки. 
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3. 4. Вычисление работ внешних сил, действующих на систему 
А). Работа сил тяжести 
Пусть Zko   и  Zk1  - координаты, определяющие начальное и конечное 
положение частицы;  pk   - вес частицы. Центр масс обозначим точкой С. 
      A = ∑ pk Zko  - ∑ pk Zk1  ;          но ∑ pk   = G ,  
 тогда   А  = G( ZСo  - ZС1 )  
          или:    А  = ±  G hC  ,  
 
где   G – сила тяжести (вес системы);   hC  - вертикальное перемещение 
центра масс. 
Б). Работа сил, приложенных к вращающемуся телу 
Элементарная работа силы F будет равна: 
dA = Fτ ds = Fτ h dφ                           (*) 
Fτ  - проекция силы на касательную к траектории точки, направленная 
в сторону перемещения этой точки; 
ds – элементарное перемещение  точки; 
        h dφ -  длина дуги;    dφ – элементарный угол поворота тела. 
 
Рис. 13. Работа сил, приложенных к вращающемуся телу 
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Поскольку    Fτ h = MZ (F) - есть вращающий момент, то с учетом 
выражения (*)для элементарной работы        
     dA = МZ (F) dφ 
Если момент – переменная величина, то работу вычисляют по формуле  
    



0
dFМА Z  
Если момент – постоянная величина, то  
    А = МZ ∙φ 
В). Работа сил трения при качении тела без скольжения 
 
Элементарная работа сил трения  
             dA = Fтр dsB 
В – мгновенный центр скоростей, 
значит      VB =0;     
тогда      dsB = VB dt = 0,  
следовательно     и    dA=0  
ВЫВОД: при качении без скольжения работа сил трения на любом 
перемещении равна нулю, т.к. сила трения приложена в неподвижной точке В. 
Работа нормальной реакции N также равна нулю, поскольку у 
недеформируемого тела реакция приложена в точке В – мгновенном центре 
скоростей. 
3.5. Теорема об изменении момента количества движения  
 3.5.1. Момент количества движения точки относительно оси 
(кинетический момент) 
 Кроме понятия «количество движения» в динамике существует 
понятие «момент количества движения» материальной точки относительно 
оси, или «кинетический момент», который определяют следующим образом 
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(рис.14): количество движения  точки  mi∙vi надо спроецировать на 
плоскость, перпендикулярную оси вращения тела (проекцию обозначим qi ), 
а затем опустить перпендикуляр из точки пересечения оси с этой плоскостью 
(из точки О), на проекцию, т.е. на вектор qi . Получим плечо ri . 
 Произведение  qi ∙ ri   и есть кинетический момент.  
 
Рис.14. Определение момента количества 
движения точки относительно оси 
 
Таким образом, моментом количества движения (кинетическим 
моментом) материальной точки относительно оси  ( kz )  называется 
величина, равная моменту от проекции вектора количества движения 
точки на плоскость, перпендикулярную оси, относительно точки 
пересечения оси с этой плоскостью.  
  kzi  =  qi∙ ri   = mi vi ∙ ri  =  mi ωi ∙ ri2  . 
Правило знаков – как для момента силы относительно оси.  
 3.5.2. Момент количества движения тела и системы тел 
относительно оси 
 Определить  кинетический момент  KZ  твердого тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси с угловой скоростью ω, можно посредством 
суммирования кинетических моментов материальных точек [1, c.290-294]: 
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         KZ = ∑ kzi  = ∑ mi ∙ωi ∙ ri
2
  .  
Величина  ∑mi ri
2
  – это осевой момент инерции, который  служит мерой 
инертности тела при вращательном движении (см. раздел 3.3.2, с.63).  
Окончательно получаем кинетический момент твердого тела: 
 KZ = JZ  ∙ ω . 
Момент инерции тела относительно оси (т.е. осевой момент инерции) 
определяется в зависимости от геометрии тел, например: 
- полый тонкостенный цилиндр, обруч   JZ = m R
2
 ,  
- сплошной  диск или цилиндр     JZ = m R
2/2,  
где R – радиус цилиндра (диска). 
 3.5.3. Теорема о кинетическом моменте для точки и для 
системы 
Для точки: Производная по времени от кинетического момента точки 
относительно неподвижной оси равна сумме моментов всех сил, 
приложенных к точке, относительно той же оси. 
݀݇௭
݀ݐ
= ෍ ܯ௭(ܨത௦) 
При изучении движения системы все силы, действующие на точки 
системы, удобно делить на внешние и внутренние. Разделение сил на 
внешние и внутренние является условным, оно зависит от того, какие тела 
включены в данную систему.  
Внешними называются силы, действующие на точки данной системы 
тела, но не принадлежащие системе.  
Внутренними силами называются силы взаимодействия точек  данной 
системы. На основании третьего закона динамики они попарно равны и 
направлены по одной прямой  в противоположные стороны. Следовательно, 
их геометрическая сумма, т.е. главный вектор, а также сумма моментов 
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относительно любого центра или оси, т.е. главный вектор их, равен нулю [1, 
c.264]. 
 Пусть на некоторую точку системы действуют внешние и внутренние 
силы. Обозначим равнодействующую внешних сил через ܨത௦
(௘) , а 
равнодействующую внутренних сил через ܨത௦
௜. 
На основании теоремы для точки: 
݀݇௭ೞ
݀ݐ
= ෍ ܯ௦(ܨത௦) = ܯ௭(ܨത௦
(௘)  + ܯ௭(ܨത௭
(௜)) 
где  ܯ௭(ܨത௦
(௘)
 - момент равнодействующей внешних сил, действующих на    
                точку; 
ܯ௭(ܨത௭
(௜)) - момент равнодействующей внутренних сил, действующих на    
                  точку; 
Просуммируем для всех точек системы: 
݀ܭ௭ೞ
݀ݐ
= ෍  ܯ௭(ܨത௦
(௘)  + ෍ ܯ௭ (ܨത௦
(௜)) 
но  ∑ ܯ௭ ቀܨത௭
(௜)ቁ = 0;  тогда   
݀ܭ௭ೞ
݀ݐ
= ෍ ܯ௭( ܨത௦
(௘)) = ܯГ೥ 
(௘)  
где  ܯГ೥ 
(௘)
 - главный момент внешних сил, действующих на систему. 
Для системы: Производная по времени от кинетического момента 
системы относительно неподвижной оси равна главному моменту внешних 
сил относительно той же оси. 
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3.6. Дифференциальное уравнение вращения твёрдого тела вокруг 
неподвижной оси. 
 Пусть твердое тело вращается вокруг оси под действием внешних сил 
F1,  F2, … Fn, . Главный момент внешних сил, приложенных к телу, 
относительно оси вращения будем называть вращающим моментом и 
обозначим МZ 
вр. 
   ܯГ ೥ 
(௘) = ܯ௭
вр
 = ∑ ܯ௭(ܨത௦
(௘)) 
Кинетический момент твёрдого тела, вращающегося вокруг оси Z: 
ܭ௭ = ܬ௭ ∙ ߱  
На основании теоремы о кинетическом моменте системы определим первую 
производную 
ௗ(௃೥ఠ)
ௗ௧
= ܯ௭
вр
       или       
௃೥ௗఠ
ௗ௧
=
௃ೋௗ
మఝ
ௗ௧మ
= ܯ௭
вр
.    
   но      
ௗమఝ
ௗ௧మ
= ߝ = ߮̈, 
Тогда  дифференциальное уравнение вращения твёрдого тела вокруг 
неподвижной оси запишется в виде 
     ܬ௭߮̈ = ܯ௭
вр 
ВЫВОД: Произведение момента инерции тела относительно оси 
вращения на угловое ускорение равно вращающему моменту. 
 При заданном моменте ܯ௭
вр чем больше осевой момент инерции  тела 
ܬ௭ , тем меньше угловое ускорение и наоборот, а значит  ܬ௭  является мерой 
инертности тела, также как масса m при поступательном движении [1, c.324]. 
Как видно, полученное уравнение вращательного движения твердого 
тела по своему виду аналогично дифференциальному уравнению при  
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поступательном движении (см. раздел 3.1). Поэтому, пользуясь этим 
уравнением, также можно решать две основные задачи динамики: зная закон 
вращения тела, находить вращающий момент; зная вращающий момент, 
определять закон движения тела, т.е. его угловую скорость  ω = f (t).  
Частные случаи вращательного движения:  
1) Если ܯ௭
вр = 0,  ߱ = ܿ݋݊ݏݐ;  ɛ = 0, состояние покоя (если находилось в 
нем до приложения нулевого момента), [2, c.319] или равномерное 
вращение;   
2) Если ܯ௭
вр = с݋݊ݏݐ, то ߝ = ܿ݋݊ݏݐ ,   равнопеременное вращение. 
Соответствующие уравнения движения изложены в разделе «Кинематика». 
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